Navrhovanie algoritmu
. Napis pseudokdd pre procediru Merge(A, p, q, r).
. Vypoditaj éasovu zlozitost

2 n=1
T(n) = { 27(2) +n inak

. Popis algoritmus s ¢asom vypoctu ©(nlogn) ktory pre danych n redlnych
Cisiel a cislo z zisti, ¢i existuje dvojica Cisliel z danej postupnosti, ktorej
sucet je x.

. Selection sort: napis pseudokdd, analyzu. ..
. Zvaz problém zistit opakovanie v < x1,...,xz, > v ¢ase O(nlgn).

. Nahrad v algoritme Insert sort iplné prehladavanie v utriedenej postup-
nosti bindrnym vyhladdvanim. MoéZeme potom dokézat vypoctu ©(nlgn)?

. Pre aké najmensie n plati 100n? = 2".

Rast funkcii

. Najdi f(n) a g(n) tak, aby neplatil ziaden zo vztahov ©,0,0,Q,w (f(n)
a g(n) st asymptoticky nezaporné funkcie)

. Pouzitim © dokaz, ze maz(f(n),g(n)) = O(f(n) + g(n))
. Ukéz, ze pre a,b € R;b > 0 plati (n + a)® = O(nb).

. Plati
2"t = O(2")

22n _ O(Zn)

Polynémy

. Pouzi definiciu O-notéacie na dokaz:

T(n) = n°M & T(n) = O(n*) pre k > 0
. Dokaz al°g»m = plogy @

. Dokéaz, ze lg(n!) = O(nlgn) a n! = o(n™)

. Ktora z funkcii je asymptoticky vicsia: 1g(lg* n) alebo lg*(Ign)



Rekurencie

. Uréi dobrtt hornti asymptoticki hranicu pre rekurenciu T'(n) = 27(|2]) +
n iteraciou.

. Nakresli rekurzivny strom pre T'(n) = 47(| 5]) +n a najdi tesnt asymp-
toticka hranicu.

. Pouzi rekurzivny strom na riesenie rekurencie 7'(n) = T(an)+T((1—a)n)
kde « je konstanta 0 < a < 1.

. Dokéaz, ze riesenie T'(n) = T([2]) + 1 je O(lgn).

2
. Dokaz, ze rieSenie T'(n) = 2T(|5]) +n je Q(nlgn).

. Dokéz, ze rieSenie T'(n) = 2T(| 5] +17) +n je O(nlgn).

. Pouzi Master Theorem na nasledovné rekurencie:

(a) T(n) =4T (%) +n
(b) T(n) =4T(%) +n?
(¢) T(n) =4T(%)+n®

. Cas vypoctu algoritmu A je popisany rekurenciou
n
T(n) = 7T(§) +n?
Konkurenény algoritmus A’ mé ¢as vypoctu

n

4

T'(n) = aT'(~) +n?

Aka je najvicsia celoCiselnd hodnota a taka, aby A’ bol asymptoticky
rychlejsi ako A?

Heapsort

. Dokaz: vyska je najdlhsia jednoduché cesta od korenia po nejaky list.

. Ukaz, ze nanajvys |55 | uzlov vysky h je v Tubovolnej n-prvkovej halde.

. Aky je minimalny a maximalny pocet prvkov haldy o vyske h?

. Tlustruj operaciu Build-Heap na poli < 5,3,17,10,14,19,6,11,9 >.

. Ilustruj operaciu Heap-Extract-Max na halde < 15,13,9,5,12,8,7,4,0,6,2,1 >.

. Operacia Heap-Delete (A, i) odstrani prvok v uzle ¢ z haldy A. Zostroj
algoritmus Heap-Delete, ktory bude mat ¢as vypoétu O(nlgn).
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1.

Quicksort

Ak4 hodnota g bude vysledkom Partition, ked vSetky prvky pola Ap..r]
maju rovnaka hodnotu?

. Dokéz, ze ¢as vypoctu Partition je O(n).
. Ako treba modifikovat Quicksort, aby triedil v nerasticom poradi?
. Ukaz, ze ¢as vypodétu Quicksortu je ©(nlgn) ked st prvky rovnaké.

. Zostroj procedtru Randomized, ktord pre vstupné pole A[p..r] vygeneruje

ndhodni permutéciu jeho prvkov v éase ©(n).

. Uk4z, ze najlepsi ¢as pre Quicksort je Q(nlgn).

. Uk4z, ze o¢akdvany ¢as vypoctu pre Randomized-Quicksort je Q(nlgn).

Bottom-Up Heapsort

. Utried < 4,1, 3,2,16,9,10,14,8,7 >.
. Co sa stane, ak zamenime neostré nerovnosti za ostré?

. Ako docielime opa¢né utriedenie?

Triedenie v linearnom dase

. Vypocéitaj asymptoticky tesné ohranicenie pre lgn! bez Stirlingovej apro-

ximécie (Ign! = X7_, lgk).

. Ukaz, ze neexistuje triedenie porovnavanim, ktorého ¢as vypoctu je line-

arny pre najmenej polovicu z n! vstupov. Ako je to v pripadoch % z nl;

1 1?
5w 2 nl7

. Pouzi Countingsort na < 7,1,3,1,2,4,8,7,4,3 >.

. Dokéz, ze triedenie Countingsort je stabilné (zachovéva relativne poradie

rovnakych prvkov). Keby sme 9. riadok zmenili na
for j < 1 to length [4]

bol by Countingsort stabilny?

. Pouzitim Radix sort utried pole objektov COW, DOG, SEA, RUG, ROW,

MOB, BOX, BAR, EAR, TAR, DIG, BUG, TEA FOX, NOW

. Ktory z nasledujtcich algoritmov je stabilny: Insertsort, Mergesort, Heap-

sort, Quicksort? Kolko dodato¢ného ¢asu a priestoru (paméte) je potrebné
na stabilizaciu nestabilnych algoritmov?

. Ukéz, ako sa da utriedif n celych &isiel z [1,n?] v ¢ase O(n).
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Zoznamy, zasobniky, fronty

. Napis pseudokdd zdvojeného radu.

. Vysvetli ako implementovat 2 zdsobniky v 1 poli A[l..n] tak, aby ziaden

z nich nebol naplneny, pokial nie je vycerpané celé pole A[l..n].

. Prepis Enqueue a Dequeue na oSetrenie, ¢i je Q prazdny alebo plny.
. Popis operaciu vkladani a vyberania do dvojitého radu.

. Ukéaz, ako implementovat rad pomocou 2 zdsobnikov, analyzuj ¢as vypocétu

operacii.

. Implementuj zdsobnik pouzitim jednoduchého spdjaného zoznamu (ope-

racie Push, Pop v ¢ase O(1)).

Implementuj slovnikové operacie Insert, Delete, Search pouzitim jed-
noduchého kruhového spajaného zoznamu.

Stromy

. Napi$ rekurzivnu procediru s ¢asom O(n), ktord vypise uzly (klace) n-

prvkového binarneho stromu.

. Napi$ nerekurzivnu procedtru, ktora vypiSe uzly (klac¢e) n-prvkového bi-

narneho stromu.

Hasovanie

. Demonstruj vkladanie kltucov 5, 28, 19, 15, 20, 33, 17, 12, 10 do haSovacej

tabulky, kde kolizie st riesené zrefazenim, h(k) = k mod 9, tabulka m4 9
pozicii.

. Zdovodni, ze oCakdvany ¢as pre uspesné vyhladdvanie pri haSovani zre-

tazenim je rovnaky, ¢i sa vkladaju prvky na zaciatok zoznamu, alebo na
koniec (hint: ukdz, ze nezélezi, ako si prvky usporiadané v zozname).

. Uké4z, ze ak obmedzime kazdu zlozku a; z a v rovnici (14) na réznu od nuly,

potom mnozina H = U{h,} definovana vztahom (15) nie je univerzilna
(zvaz hlavne x = 0,z = 1).

. Uvazujme hagovaciu tabulku velkosti m = 10000, h(k) = |[m(k* A — |k

A])| pre A = \/52_1. Spo¢itaj pozcicie, na ktoré sa hasuju kliuce 61, 62, 63,
64, 65.

. UvaZzujme verziu delenia h(k) = k mod m kde m = 2P — 1 a k je nejaké

¢islo (znakovy retazec interpertovany v radix 2p). Ukaz, ze ak refazec x
moze byt vytvoreny z retazca y permutéciou jeho znakov, budt sa x a y
hasovat do tej istej pozicie. Ukaz pripad, kedy ndm to bude vadit.
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. Treba ulozit kluce 10, 22, 31, 4, 15, 18, 17, 88, 59 do hasovacej tabulky

dizky m = 11 pouzitim otvorenej adresacie, pricom primarna has. f. je
K (k) = k mod m. Hustruj vysledok vkladania kltéov pouzitim

(a) linedrneho hasovania

(b) kvadratického haSovania, ¢; = 1,c2 =3

(c) dvojitého hasovania pouzitim ha(k) = 1+ (k mod (m — 1))
Predpokladajme haSovaciu tabulku s otvorenou adresiciou a ukladacim

faktorom a = % Aky bude ocakdvany pocet pokusov pri tspesnom a
7

netuspesnom vyhladdvani? Zopakuj pre o = %, a=g,a= %.

Binarne vyhladavacie stromy

. Pre klaée 1, 4, 5, 10, 16, 17, 21 nakresli BVS vyiky 2, 3, 4, 5, 6.

. Aky je rozdiel medzi vlastnostami BVS a vlastnostami haldy? Moze sa

vlastnost haldy pouzif na vypis n-uzlového stromu v usporiadanom poradi
v Case O(n)?

. Hladdme v BVS kII¢ s hodnotou 363. St tieto postupnosti klacée v BVS?

(a) 2, 252, 401, 398, 330, 344, 397, 363
(b) 924, 220, 911, 244, 898, 258, 362, 363
(c) 935, 278, 347, 621, 299, 392, 358, 363

. Profesor Bujman si mysli, Ze objavil vynimoéna vlastnost BVS: predpo-

kladajme, Ze hladanie kluc¢a k v BVS koné¢i na liste, predpokladajme 3
mnoziny:

A = klIGée vlavo od cesty prelhaddvania

B = klude na ceste prehladdvania

C = kltée vpravo od cesty prehladévania

Profesor Bujman tvrdi, Ze lubovomé 3 kltice a € A,b € B,c € C spliaji
nerovnost a < b < c¢. Over, ¢ mé profesor Bujman pravdu, alebo ukéaz
kontrapriklad.

. Inorder prechod BVS moze byt implementovany nasledovne: néjdeme naj-
mensi prvok procedtirou Tree-Minimum, potom n—1 krat volame Tree-Succesor.

Dokaz, ze tento algoritmus bude mat zlozitost O(n).

. Zostroj rekurzivnu procediru Tree-Insert.

Dantt mnozinu n éisiel moézeme utriedit tak, Zze zostrojime BVS pouzi-
tim Tree-Insert n-krat a potom vypisanim prechodom Inorder. Aky je
najlepsi a najhorsi ¢as vypoctu?

. Dokaz, ze ak uzol v BVS méa 2 deti, potom jeho nasledovnik nemad lavé

dieta a predchodca nemé pravé dieta.



13 RB-stromy
1. Napis pseudokdd pravej rotacie.
2. Zdovodni, ze rotacia zachovava poradie vypisu vrcholov pri inorder vypise.

3. Ukéz, ze Tubovolny n-uzlovy bindrny strom moze byt transformovany na
Tubovolny iny strom pomocou O(n) rotacii.

4. V riadku 2 je priradena farba Red do x. Keby sme vybrali Black, nebola
by narusend vlastnost RB-stromu. Pre¢o sme nevybrali tito moznost?

5. V riadku 18 sme priradili Black do korernia. Ak4 z toho plynie vyhoda?

6. Ukéaz proces zmeny RB-stromu postupnym vkladanim klacov 41, 38, 31,
12, 19, 8 do pociatoc¢ne prazdneho stromu.

7. Po vytvoreni RB-stromu z predchadzajiacej tlohy ukdz RB-stromy ako
vysledky vymazévania s kluémi 8, 12, 19, 31, 38, 41 v tomto poradi.

8. V ktorych riadkoch RB-Delete-Fixup sa skiima alebo modifikuje sentinel
nil[T]?

9. Zjednodu$ kdéd Left-Rotate pouzitim sentinelu a zavedenim sentinelu
ukazujiceho na koren root [T].

10. Predpokladajme, ze uzol x je vlozeny do RB-stromu, cez RB-insert a vza-
péti vymazany RB-delete. Je vysledny strom rovnaky ako na zaciatku?

14 Dynamické programovanie

1. N&jdi optimdlne uzatvorkovanie siéinu maticového retazca, ktorého po-
stupnost rozmerov je 5, 10, 3, 12, 5, 50, 6.

2. Zostroj efektivny algoritmus Print-Optimal na vypisanie optimalneho
uzatvorkovania maticového retazca, ak mame dant tabulku S vypoditant
algoritmom Matrix-Chain-Order.

3. Nech R[4, j] je pocet volani m [i, j] hodnoty tabulky m z algoritmu Matrix-Chain-Order.
Ukéaz, ze celkovy pocet volani pre celd tabulku je

n n 3

.. n-—n

>3 -

i=1 j=1

7Zvaz uzito¢nost rovnosti

- ~n(n+1)2n+1)

4. Uréi LCS postupnosti [1,0,0,1,0,1,0,1] a [0,1,0,1,1,0,1,1,0].

5. Zostroj alg. dyn. prog. pre problém vyberu aktivit m; pre i = 1,2,...,n.
m; najv. podm. komp. aktivit pre mnozinu {1,2,...,7}. Predpokladaj,
Ze vstupy [f1, f2,..., fn] st utriedené. Spoc¢itaj ¢as tohto algoritmu vs.
greedy rieSenie.
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. Dokaz, ze zlomkovy problém vyberu batohu méa vlastnost greedy vyberu.

Zostroj riesenie metédou dynamického programovania pre 0-1 problém
batohu, ktory mé ¢as vypoctu O(nW).

. Popis efektivny algoritmus, ktory pre danti mnozinu bodov {1, 2, ..., 2, }

na realnej osi uréi najmensiu mnozinu jednotkovych uzavretych intervalov,
ktoré pokryvaja vsetky dané body. Zdovodni spravnost riesenia.

Huffmanov kod

. Ukéz, Ze ak binarny strom nie je tplny, tak nemdZe koreSpondovat s opti-

malnym prefixovym kédom.

. Aky je optimalny Huffmanov kéd pre

a:1;0:1;¢:2;d:3;e:5;f:8,g:13;h:21

Aky je zovSeobectiujici vztah pre generovanie Huffmanovho kédu pre frek-
vencie tvoriace Fibonacciho postupnost?

. Zovseobecni Huffmanov algoritmus pre ternarne kédové slova (0, 1, 2) a

dokaz, ze vytvara optimalny kéd.

B-stromy

. Preco nepripustime minimalny stupen ¢t = 1?7

. Ukéaz vsetky legélne B-stromy s ¢ = 2, ktoré reprezentuju kltuce 1,2, 3,4, 5.

Odvod tesnt hornt hranicu pre pocet kltcov, ktoré mozu byt ulozené v
B-strome vysky h s minimalnym stupnom t.

. Ukaz vysledok vkladania klu¢ov F, S, Q, K, C, L, H, T, V , W, M,

R, N, P, A, B, X, Y, D, Z, E v tomto poradi do prazdneho stromu.
Nakresli nécrt, ked dochadza ku splitom a finalny strom.

. Vysvetli ako najst minimalny kIG¢ ulozeny v B-strome a ako najst pred-

chodcu k danému kIiéu ulozenému v B-strome.

. Predpokladajme, Ze kluce {1,2,...,n} st ulozené do prazdneho B-stromu

s minimélnym stuptiom ¢ = 2. Kolko uzlov mé kone¢ny B-strom?



